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https://doi.org/10.5281/zenodo.17696881 

IKKI O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR FAZOSIDA KASR TARTIBLI 

DIFFERENSIAL OPERATORLAR NAZARIYASI 

 

MUSTAFOYEV NEMAT SAFOYEVICH 

katta oʻqituvchi, Buxoro davlat texnika universiteti, Buхоrо, Oʻzbеkistоn 

 

Аnnоtаsiya. Ushbu mаqоlаdа ikki oʻzgаruvchili funksiyalаr fаzоsidаgi kаsr tаrtibli diffеrеnsiаl 

оpеrаtоrlаr nаzаriyasining аyrim mаsаlаlаri koʻrib chiqilgаn. Tаdqiqоtdа Mаrshо fоrmаsidаgi 

аrаlаsh kаsr tаrtibli hоsilаlаrning аsоsiy хususiyatlаri tаhlil qilingаn vа ulаr yоrdаmidа оddiy 

hаmdа аrаlаsh Hölder shаrtlаri bilаn аniqlаngаn funksiyalаr uchun vаznsiz fаzоlаrini аks ettiruvchi 

оpеrаtоrlаrning chеgаrаlаngаnligi hаqidаgi tеоrеmаlаr isbоtlаngаn. Shu bilаn birgа, аrаlаsh kаsr 

tаrtibli intеgrаl vа hоsilа оpеrаtоrlаrining tа’sir dоirаsi hаmdа ulаrning ikki oʻzgаruvchili 

funksiyalаr uchun mаvjudligi vа yagоnа yеchimgа egа boʻlish shаrоitlаri oʻrgаnilgаn. Оlingаn 

nаtijаlаr kаsr tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr nаzаriyasidаgi tеgishli chеgаrаviy mаsаlаlаrni tаhlil 

qilishdа аmаliy аhаmiyat kаsb etаdi. 

Kаlitli soʻzlаr: ikki oʻzgаruvchili funksiya, Mаrshо fоrmаsi, kаsr tаrtibli hоsilа, kаsr tаrtibli 

intеgrаl, Hölder fаzоsi. 

 

THEORY OF FRACTIONAL-ORDER DIFFERENTIAL OPERATORS IN THE 

SPACE OF TWO-VARIABLE FUNCTIONS 

 

Abstract. This paper investigates certain problems related to the theory of fractional-order 

differential operators in the space of two-variable functions. The study analyzes the main properties 

of mixed fractional derivatives in the sense of Marchaud and, based on these properties, establishes 

theorems on the boundedness of operators reflecting the unweighted Hölder spaces defined by 

ordinary and mixed Hölder conditions. Furthermore, the domains of influence of mixed fractional 

integrals and derivatives, as well as the conditions for the existence and uniqueness of solutions for 

two-variable functions, are examined. The obtained results have practical significance for the 

analysis of boundary value problems arising in the theory of fractional differential equations. 

Keywords: two-variable function, Marchaud form, fractional derivative, fractional integral, 

Hölder space. 

 

Dunyоda kasr tartibli integro-diffеrеnsiаl operatorlarning turli fazolarda xossalarini 

oʻrganishga doir imliy izlanishlar olib borilmoqda. Shu jumladan, kasr tartibli diffеrеnsiаl 

operatorlarning koʻp oʻzagruvchili funksiyalarning Hölder fazolarida xossalarini oʻrganish va ularni 

toʻgʻridan-toʻgʻri koʻp oʻzgaruvchilarga kengaytirish (yоyish) eng dolzarb muammolardan biri boʻlib 

qolmoqda. 

Koʻp ilmiy ishlar bir oʻzgaruvchili funksiyalarning Hölder fazolarida kasr  tartibli integral-

diffеrеnsiаllash operatorlarining xatti-harakati haqidagi masalalariga bagʻishlangandir. Ilk aniq 

natijalar G.H.Hardi va Dj.E.Littlvudga tegishlidir [11]. Keyinchalik Hardi-Littlvudlarning bu 

natijalari turli yoʻnalishlarda umumlashtirilgan [2], [8], [10].  

B.S.Rubin [9] va B.G.Vakulovlar [12] bu natijalarni vaznli holda umumlashtirdi. Keyinchalik 

N.K.Karapetyans, L.D.Shankishvili Hölder fazosida Hardi-Littlvud teoremasining qisqacha isbotini 

keltirdilar [1]. 

Ikki oʻzgaruvchili funksiyalarning Hölder fazolarida Riman-Liuvillning aralash kasr tartibli 

integral operatorlariga doir bunday tasdiqlar oʻrganilgan boʻlib [3]-[7], kasr tartibli diffеrеnsiаl 

operatorlar oʻrganilmagan. 

Ushbu maqola shunday masalaga qaratilgan boʻlib, Marsho formasidagi aralash kasr tartibli 

hosilaning xususiyatlaridan foydalanib, oddiy va aralash Hölder shartlari bilan aniqlangan ikki 

https://doi.org/10.5281/zenodo.17696881
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oʻzgaruvchili funksiyalarning vaznsiz Hölder fazolarini akslantiruvchi aralash kasr tartibli integral 

operatorning chegaralanganligi haqidagi teoremalar isbotlangan. 

Biz ikki oʻzgaruvchi funksiyalarning Hölder fazolarida ( )21 ,  tartibli Marsho formasidagi 

aralash kasr tartibli hosilasi olingan: 
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bunda 2,1,10,0 = ix ii . 

Tadqiqot ishida integral operatorlar usullari, koʻp oʻzgaruvchili funksiyalar nazariyasi va kasr 

tartibli integrallar nazariyasidan foydalanilgan. 
2

R  da ( )21, xx
 
uzuksiz funksiya aniqlangan boʻlsin. Quyida kelgusida zarur boʻladigan 

belgilashlarni kiritamiz: 
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Yuqoridagi belgilashlarga asosan, ushbu 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121
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ayniyat oʻrinli boʻladi.

 Ushbu ( )21, xx  funksiya ( ) 221121 0,0:, bxbxxxQ =
 

toʻgʻri toʻrtburchakda 

aniqlangan boʻlsin. 

1-ta’rif. 2,1],1,0( = ii  
boʻlsin. Agar barcha ( ) ( ) Qxxxx 

2121 ",,','  uchun ushbu  

( ) ( ) 21

2221112121 "'"'","','


−+−− xxCxxCxxxx
 

shart bajarilsa, u holda ( )21, xx  ( )QH 21 ,

 
Hölder fazosiga qarashli deyiladi, bunda 21,CC  

oʻzgarmaslar. Yuqoridagi shart  

( ) 1

1 1121

0,1

,



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shartlarga ekvivalentdir 

Q toʻgʻri toʻrtburchakning chegaraviy nuqtalarida nolga teng boʻluvchi ( )QH 21,
 funksiyalar 

fazosining qism fazosini ( )QH 21,

0

  orqali belgilaymiz. 

2-ta’rif. Agar ( ) ( )QHxx 21 ,

21,



 
va  
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21 211221,
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,
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boʻlsa, u holda ( )21, xx ( )QH 21,~ 

  deyiladi, bunda 2,1],1,0( = ii . 

Ushbu ( )QH 21,~ 

 
sinfni aralash Hölder sinfi deb ataymiz. 

Agar ( ) ( )QHxx 21 ,

21

~
,


  va ( ) ( ) 2,1,0,, 21021 = == ixxxx

iii bxx
 boʻlsa, u holda 

( ) ( )QHxx 21 ,

021

~
,


  deyiladi. 

Bu fazolar Banax fazolari boʻlib, ularning normalari standart usulda aniqlanib, ular quyidagicha 
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 Agar 21 ,
 H  boʻlsa, u holda ]1,0[  uchun quyidagi oʻrinlidir 

( ) ( ) 21

21

1

2121,

1,1

,
−









 hhCxxhh      (4) 

bu erda −

 =
1

212 CCC .  ixtiyоriy boʻlgani uchun (4) tengsizlik quyidagi tengsizlikka 

ekvivаlеntdir 

( )  21

21 2121,
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
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






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3-ta’rif. R2 da aniqlangan ( )21, xx – manfiymas funksiya boʻlsin. ( ) ( ) ( )QHxxxx 21 ,

2121

~
,,




 
ni qanoatlantiruvchi ( )21, xx

 
funksiyalar sinfini ( ) ( )=


;

~~
2121 ,,

QHH  orqali belgilaymiz. Bu sinf 

vaznli aralash Hölder fazosi deb ataladi. 

Q
 

toʻgʻri toʻrtburchakning chegaraviy nuqtalarida nolga teng boʻluvchi ( ) ( )2121 ,, xxxx   

funksiyalar ( )QHH 21 ,~~  =
 
fazosining qism fazosini ( )QHH 21 ,

00

~~  =
 
orqali belgilaymiz. 

Biz quyida bir oʻzgaruvchili funksiya uchun ma’lum boʻlgan ta’riflar, belgilashlar, yоrdamchi 

ma’lumotlar va kasr tartibli integral operatorning asosiy tasdiqlari bayоn qilamiz. Ushbu tasdiqlardan 

foydalanib asosiy natijalarni isbotlashda foydalanamiz. 

1-lemma [11]. Agar ( ) ( )],[ baHxf   va 0  boʻlsa, u holda 
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afxf
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−
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fCg , 

bu erda constC = ( )xf  ga bogʻliq emas. 

 Isbot. ],[,,0 bahxxh +  boʻlsin. Quyidagi orttirmani qaraymiz 
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. 

Lemma shartiga koʻra ( ) ( )],[ baHxf   boʻlgani uchun quyidagi tengsizliklar oʻrinlidir: 

( ) ( ) −+ Chxfhxf  va ( ) ( ) ( )−− axCafxf . 

Bu tengsizliklardan foydalanib, yuqoridagi orttirmani quyidagicha ifodalab olamiz: 
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Bundan 
− Ch1  tengsizlikning oʻrinligiga shubha qolmaydi. 

Endi 2  ni baholaymiz. Bunda hax −  va hax −  boʻlgan hollarni qaraymiz. Birinchi 

holda 

( )212121 , −−


 

tengsizlikni e’tiborga olsak, u holda quyidagiga ega boʻlamiz 
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− ChhaxC2 . 
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Ikkinchi holda esa ( ) ( )0,10,11 −+


xxx  tengsizlikni qoʻllab, quyidagiga ega 

boʻlamiz 
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Kesmalarda bir oʻzgaruvchili funksiyalarning Marsho formasidagi kasr tartibli hosilasi 

quyidagi koʻrinishga ega 
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Quyidagi baholarning oʻrinligini koʻrish qiyinmas: 
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 Yuqoridagi baholarga asoslanadigan boʻlsa, u holda ( ) 
−

−−

ax

dttCx
0

1

1  boʻladi, bundan 

( ) 01 = a  ekanligi kelib chiqadi. 

 Natijalar. Biz (1) koʻrinishdagi kasr tartibli integral operatorni Q toʻgʻri toʻrtburchakda 

qaraymiz. 

 2-lemma. ( ) ( ) 2,1,1,, 21 ,

21 =


iQHxx ii
 boʻlsin, u holda (1) uchun quyidagi tenglik 

oʻrinlidir 

( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )








+


+


+



−−
=





++ 212122

1

2
11

2

1

2121

21

,

0,0 ,
0,0

11

1
,

1221

21 xxx
x

x
xxx

xxD ,  (7) 

va shu bilan birga 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−++++


1

21122122221111
22112211 ,,, xxCxxxCxxCx  (8) 

tengsizliklar bajariladi, bu erda 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) +
−

−
+

−
=

1

11

0

11

11

11

1

1
11

0,0,0,00,
x

dt
tx

tx

x

x
x , 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) +
−

−
+

−
=

2

22

0

21

22

22

2

2
22

,0,00,0,0
x

dt
tx

tx

x

x
x , 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )
+

−











+
−











+











=  +

−

+

−



1

2

221

1

1

1

211

221

21

0

21

22

2,

1,1

10

11

11

1,

1,1

221

,

1,1

21

,0
1

0,
1

0,0

,

x txxx xtxxx

dt
tx

t

x
dt

tx

t

xxx
xx  

( )

( ) ( ) 21

221121

1

22

1

11

21,

1,1

00

,

++

−−

−−











+ 
txtx

tttxtxxx

. 

Isbot. (1) da (2) tenglikdan foydalansak, u holda (7) ni hosil qilamiz. Lemma shartiga koʻra 

( ) ( )QHxx 21 ,

21,


  boʻlgani uchun (8) tengsizliklar oʻrinlidir. Bu baholarning oʻrinliligini (3) va 

(4) tengsizliklardan foydalanib isbotlash mumkin. 

2-teorema. Agar 10,10  ii  
va 2,1,1 = iii  

boʻlsa, u holda ( )QH 2211 ,

0

++  

fazoni ( )QH 21,

0

  fazoga akslantiruvchi 21 ,

0,0



++D  operator chegaralangandir. 

Isbot. Teorema shartiga koʻra ( ) ( )QHxx 21

021,


  boʻlgani uchun (7) dan 

( )( ) ( )2121

,

0,0 ,,21 xxxx =


++D  ni hosil qilamiz. ],0[,,0 11111 bhxxh +  boʻlsin. Quyidagi orrtirmani 

qaraymiz 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
+
































−

+








+

+











=−+


−

11
21

1

21

2

111

,

1,1

11

,

1,1

221211

11
0,0

0,0

,,
xhxhx

xxxxhx xx

hh

 

( )

( )
( ) ( ) ( )  +−−−+







+

−+











+ 
−−−−

−
+

1

11

211

1

1

21

0

1

1

11

1

1111,

1,1

0

11

111

1,

1,1

0,

0, x

xtx

x xh

dttxthxtdt
thx

x

 

( )

( ) ( )

( )

( )
+

−











+
+

−+











+  +

−



+

+

−+
2

2

221

1

11

1

1

2111

0

21

22

2,

1,1

11

11

111

1,

1,1

,0
1

0, x txhhx

x

xthx

dt
tx

t

hx
dt

thx

t

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )
+

−−+











+
−



















−

+
+   ++

−

+

−

++

2 2

21

2211

2

221

11

0 0

1

22

1

111

2121,

1,1

0

21

22

2,

1,1

1

1

1

11

,,0
11

x x txhxtxx

txthx

dtdttx

dt
tx

t

xhx
 

( )

( ) ( )
+

−−+











+  
+

++

−−+
11

1

21

221112

1

22

1

111

2121,

1,1

0

,hx

x

txthxx

txthx

dtdttt

 

( )

( ) ( ) ( ) 211

11

1

1110

1

22

21,

1,1

0
11

2

2

22111 11
,

dtdt
txthxtx

ttx txtxx










−
−

−+−











+
+++

−−

 . 
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( ) ( )QHxx 21 ,

021,


  va ]1,0[  boʻlgani uchun 1=  holni qaraymiz. Natijada quyidagiga ega 

boʻlamiz 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

+
−+

+





−

+
+

+
−+  +









 1

1

1

11

1

1

1

0

1

111

1
1

111

1

11

1
121211

11
,,

x

thx

dt
h

xhx
x

hx

h
Cxxxhx  

( )
( ) ( ) ( ) 






−−−+−+

−+
+

−−−−

+

−+  1

1

11

1

111

0

111

111

1 11

1

1

11

1

11
dttxthxtx

thx

dt
xhx

x

. 

 1-lemma va 1-teoremalarning isbotlaridagi baholashlardan foydalanib, quyidagi tengsizlikni 

hosil qilamiz 

( ) ( ) 11

1121211 ,,
−

−+ hCxxxhx . 

 Xuddi shunday ammallarni ikkinchi oʻzgaruvchi boʻyicha ham bajarib, quyidagi tengsizlikka 

ega boʻlamiz 

( ) ( ) 22

2221221 ,,
−

−+ hCxxhxx . 

3-teorema. Agar 2,1,10,1,10 = iiiii  boʻlsa, u holda ( )QH 2211 ,

0

~ ++
 fazoni 

( )QH 21 ,

0

~   fazoga akslantiruvchi 21 ,

0,0



++D  operator chegaralangan boʻladi. 

Isbot. Teorema shartiga koʻra ( ) ( )QHxx 21 ,

021

~
,


  boʻlgani uchun ( )( ) ( )2121

,

0,0 ,,21 xxxx =


++D  

boʻladi. Bu yerda asosiy masala, bu boshqa oʻzgaruvchilar boʻyicha olingan baholarni yoʻqotmasdan 

har bir oʻzgaruvchi uchun eng yaxshi baholarni olishga imkon beruvchi mos orttirmani topishdan 

iboratdir. Quyidagi aralash orttirmani qaraymiz: 

( ) 
=

=









25

1

21,

1,1

:,
21

k

khh Jxx , 

bu yerda 

( )( ) ( ) 21

21 221121,

1,1

1 ,
−−

++







= hxhxxxJ hh , 

( )( ) ( ) 221

21 222111,

1,1

2 0,
−−−

+−+







= hxxhxxJ xh , 

( )( ) ( ) 112

21 111222,

1,1

3 ,0
−−−

+−+







= hxxhxxJ hx , 

( ) ( )  ( ) 2211

21 222111,

1,1

4 0,0
−−−−

+−+−







= hxxhxxJ xx , 

( )
( )

( )
+

+

−+

−

−+











+=
22

2

2

2221

1

21

222

21,

1,1

115

,hx

x

thxh

dt
thx

tx

hxJ , 

( )
( )

( ) +

−

−+











+=
2

2

21

1

0

21

222

21,

1,1

116

,x hh

dt
thx

xx

hxJ , 

( ) 
( )

( )
+

+

−+

−−

−+











+−=
22

2

2

2221

11

21

222

2,

1,1

1117

,0hx

x

thxh

dt
thx

t

hxxJ , 

( )
( )

( )
+

+

−+

−

−+











+=
11

1

1

2111

2

11

111

21,

1,1

228

,hx

x

hthx

dt
thx

xt

hxJ , 
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( )
( )

( ) +

−

−+











+=
1

1

21

2

0

11

111

21,

1,1

229

,x hh

dt
thx

xx

hxJ , 

( ) 
( )

( )
+

+

−+

−−

−+











+−=
11

1

1

2111

22

11

111

1,

1,1

22210

0,hx

x

hthx

dt
thx

t

hxxJ , 

( ) ( ) ( ) ( ) 
−−−−

−
−

−+−−







+=

2

22

221

1

0

2

1

222

1

2221,

1,1

1111 ,

x

txh dtthxtxtxhxJ , 

( ) ( ) ( ) ( ) 
−−−−

−
−

−+−−







+=

1

11

211

2

0

1

1

111

1

1121,

1,1

2212 ,

x

htx dtthxtxxthxJ , 

( ) 
( )

( ) +

−−

−+











+−=
1

1

21

22

0

11

111

1,

1,1

22213

0,x xh

dt
thx

x

hxxJ , 

( ) 
( )

( ) +

−−

−+











+−=
2

2

21

11

0

21

222

2,

1,1

11114

,0x hx

dt
thx

x

hxxJ , 

( )  ( ) ( ) ( ) 
−−−−

−
−−

−+−−







+−=

2

22

221

11

0

2

1

222

1

222,

1,1

11115 ,0

x

txx dtthxtxthxxJ , 

( )  ( ) ( ) ( ) 
−−−−

−
−−

−+−−







+−=

1

11

211

22

0

1

1

111

1

111,

1,1

22216 0,

x

xtx dtthxtxthxxJ , 

( )

( ) ( ) ++
−+−+











=
2

21

211

0

1

222

1

111

2121,

1,1

0

17

,x hhx

thxthx

dtdtxx

J , 

( )

( ) ( )
+

++

−+

−+−+











=
22

2

21

22211

1

222

1

111

2121,

1,1

0

18

,hx

x

thxhx

thxthx

dtdttx

J , 

( )

( ) ( ) ++

−++

−+−+











=
2

21

211111

1 0

1

222

1

111

2121,

1,1

19

,x htxhhx

x thxthx

dtdtht

J , 

( )

( )
( ) ( ) 

−−−−

+

−

−+−−
−+











=
2

22

1

2211

0

21

1

222

1

221

111

21,

1,1

0

20

,x txhx

dtdtthxtx
thx

tx

J , 

( )

( )
( ) ( ) 

−−−−

+

−

−+−−
−+











=
2

11

2

2111

0

21

1

111

1

111

222

21,

1,1

0

21

,x htxx

dtdtthxtx
thx

xt

J , 

( )

( )
( ) ( ) 

−−−−

+

−−++

−+−−
−+











=
2

22

1

2211111

1 0

21

1

222

1

221

111

21,

1,1

22

,x txthxhx

x

dtdtthxtx
thx

tt

J , 
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( )

( )
( ) ( ) 

+

−−−−

+

−+−

−+−−
−+











=
22

2

11

2

222111

21

1

111

1

111

222

21,

1,1

0

23

,hx

x

thxtxx

dtdtthxtx
thx

tt

J , 

( )

( ) ( )
+

++

−+−++

−+−+











=
22

2

21

22211111

1

1

222

1

111

2121,

1,1

24

,hx

x

thxthxhx

x thxthx

dtdttt

J , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
−−−−−−−−

−− −+−−−+−−







=

2

2211

2211

1

0

21

1

222

1

22

1

111

1

1121,

1,1

0

25 ,

x

txtx

x

dtdtthxtxthxtxttJ

. 

Teorema shartiga koʻra ( ) ( )QHxx 21 ,

021

~
,


 , bundan: 

( ) ( ) 2121

221121121

−−
++ hxhxhhCJ , 

( ) ( ) 22121

2221121122

−−−
+−+ hxxhxxhCJ , 
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Ushbu barcha hadlarni baholashda 1-lemma va 1-teoremalarning isbotidagi baholashlardan 

foydalansak, quyidagiga ega boʻlamiz: 
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Xulosalar. Ikki oʻzgaruvchili funksiyali Hölder fazolarida Marsho formasidagi aralash kasr 

tartibli hosila operatori xossalari oʻrganildi. Bu natijalardan shuni xulosa qilish mumkin, agar 

qaralayоtgan operator (1) koʻrinishda boʻlsa, u holda ikki oʻzgaruvchili funksiyalar uchun ham xuddi 

bir oʻzgaruvchili funksiyalarda olingan teoremalarga oʻxshash teoremani olish mumkin ekan [11]. 
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«ЖАРЫҚ ҚҰБЫЛЫСТАРЫ» ТАРАУЫН ОҚЫТУДА ДЕҢГЕЙЛЕП 

ТАПСЫРМАЛАРДЫ ҚҰРУ ЖӘНЕ ОРЫНДАУ НӘТИЖЕЛЕРІН ТАЛДАУ 

 

АЗЫМ ГҮЛНҰР ҚАЙРАТҚЫЗЫ 

1 курс магистранты 

Абай атындағы Қазақ ұлттық педагогикалық университеті, Алматы қаласы 

 

Аңдатпа. Бұл мақалада «Жарық құбылыстары» тарауын оқытуда деңгейлеп оқыту 

технологиясын қолдану ерекшеліктері қарастырылады. Деңгейлеп оқыту жүйесінің I, II, III 

және IV деңгейлері бойынша тапсырмаларды құрастыру принциптері мен үлгілері берілген. 

Сонымен қатар, тапсырмаларды орындау нәтижелері теориялық тұрғыда талданып, 

олардың оқушылардың танымдық белсенділігі мен шығармашылық қабілетін дамытудағы 

маңызы айқындалады. Зерттеу нәтижесі бойынша, деңгейлеп тапсырмалар жүйесін тиімді 

қолдану оқушылардың білім сапасын арттырып, пәнге деген қызығушылығын 

қалыптастыруға ықпал ететіні дәлелденеді. 

Кілт сөздер: деңгейлеп оқыту, жарық құбылыстары, тапсырма құру, танымдық 

белсенділік, шығармашылық қабілет. 

 

Аннотация. В данной статье рассматриваются особенности применения технологии 

уровневого обучения при изучении раздела «Явления света». Представлены принципы и 

примеры разработки заданий по уровням I, II, III и IV в системе уровневого обучения. Кроме 

того, теоретически проанализированы результаты выполнения заданий, выявлена их роль в 

развитии познавательной активности и творческих способностей учащихся. По 

результатам анализа установлено, что эффективное использование системы уровневых 

заданий способствует повышению качества знаний и формированию интереса к предмету. 

Ключевые слова: уровневое обучение, явления света, составление заданий, 

познавательная активность, творческие способности. 

  

Abstract. This article examines the features of using the differentiated (level-based) teaching 

technology in studying the topic «Light phenomena». The principles and examples of designing tasks 

for Levels I, II, III, and IV within the differentiated (leveled) learning system are presented. In 

addition, the results of task performance are theoretically analyzed, emphasizing their role in 

developing students’ cognitive activity and creative abilities. The findings indicate that the effective 

use of a system of differentiated tasks contributes to improving the quality of students’ knowledge and 

fostering interest in the subject. 

Keywords: differentiated instruction, light phenomena, task design, cognitive activity, creative 

abilities. 

  

Қазіргі білім беру жүйесі жаңа педагогикалық технологияларға негізделіп, оқыту 

процесін оқушы тұлғасына бағыттау талабын алдыңғы орынға қояды. Бүгінгі таңда білім 

алушылардың жеке қабілетін, танымдық белсенділігін және шығармашылық ойлау 

дағдыларын дамыту – оқу үдерісінің басты мақсатына айналып отыр. 

Физика пәні – оқушылардың ғылыми дүниетанымын қалыптастыратын, қоршаған 

ортадағы құбылыстарды түсіндірудің негізі болып табылатын жаратылыстану ғылымдарының 

бірі. «Жарық құбылыстары» тарауы табиғаттағы және техникадағы жарықтың таралуы мен 

өзара әсерлесу заңдылықтарын түсіндіретін негізгі оқу мазмұнының бірі болып саналады. Бұл 

тарауды меңгеру барысында оқушылар жарықтың таралу, шағылу және сыну заңдарын 

зерттеп, оптикалық құралдардың жұмыс істеу принциптерін түсінеді.  

https://doi.org/10.5281/zenodo.17696965
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Физика пәнінің «Жарық құбылыстары» тарауы табиғаттағы және техникадағы 

оптикалық процестердің заңдылықтарын түсіндіретін іргелі тарау болып табылады. Бұл 

тарауда жарықтың табиғаты, жарықтың түзу сызықты таралуы, көлеңке мен жартылай 

көлеңке, жарықтың шағылуы мен сынуы, айна және линза көмегімен кескін алу заңдылықтары 

сияқты негізгі физикалық ұғымдар қарастырылады.  

8-сынып деңгейінде оқушылар жарықтың геометриялық қасиеттерін, яғни жарықтың 

түзу таралуы, шағылуы мен сынуы, айна мен линзада кескін түзілуін, оптикалық аспаптардың 

(лупа, микроскоп, телескоп) жұмыс принциптерін тәжірибелер арқылы меңгереді. Бұл 

сыныпта оқушылардың тәжірибелік дағдыларын қалыптастыру мен күнделікті өмірде жарық 

құбылыстарының қолданылуын түсіндіру басты мақсат болып табылады [1]. 

Орта білім берудің мазмұнын жаңарту үдерісі оқыту технологияларын жетілдіруді, сабақ 

барысында оқушылардың жеке ерекшеліктерін ескеруді және оқу процесін дараландыруды 

талап етеді. Осы тұрғыдан алғанда, оқытудың жаңа педагогикалық технологияларының бірі 

ретінде деңгейлеп оқыту технологиясы ерекше мәнге ие. Бұл технология оқушының жеке даму 

қарқынын, танымдық қабілеттерін және білімді игеру мүмкіндігін ескере отырып, оқу 

материалын меңгерудің тиімді жолын ұсынады. 

Деңгейлеп оқыту технологиясы – әрбір оқушының танымдық мүмкіндігін, білім деңгейін 

және оқу уәжін ескере отырып, білім мазмұнын кезең-кезеңмен, күрделілік деңгейіне сай 

меңгертуге бағытталған педагогикалық жүйе. Бұл тәсіл оқушылардың белсенділігін арттырып, 

оқытудың даралануын қамтамасыз етеді. «Жарық құбылыстары» тарауын деңгейлеп оқыту 

технологиясы арқылы ұйымдастыру тек оқушылардың физикалық білімін бекітіп қана қоймай, 

олардың танымдық дербестігін, шығармашылық белсенділігін, зерттеушілік қабілетін 

дамытуға бағытталады. Деңгейлік тапсырмалар жүйесі оқушының өздігінен ізденуіне, ой 

қорытуына және білімін практикалық жағдайда қолдануына жол ашады. Қазіргі білім беру 

жүйесінің басты мақсаты – оқушылардың жеке қабілеттерін дамыта отырып, оларды өздігінен 

білім алуға, шығармашылық тұрғыда ойлауға бейімдеу. Бұл міндетті жүзеге асыруда 

педагогика ғылымында қалыптасқан жаңа технологиялардың ішінде деңгейлеп оқыту 

технологиясы ерекше мәнге ие [2].  

Зерттеуші Ж.А. Қараев ұсынған деңгейлеп-саралап оқыту технологиясы оқушылардың 

білімін меңгеру деңгейіне сәйкес төрт сатылы құрылымда ұйымдастыруды көздейтін 

педагогикалық жүйе болып табылады.  

1. Репродуктивтік деңгей – оқушының білімді дайын күйінде қабылдап, қайта 

жаңғыртуы. Бұл сатыда негізгі ұғымдар, анықтамалар мен заңдар меңгеріледі. 

2. Алгоритмдік деңгей – белгілі бір үлгі немесе алгоритм бойынша әрекет ету. Оқушы 

заңдар мен формулаларды есептер шығаруда қолдана алады. 

3. Эвристикалық деңгей – оқушының өз бетімен ізденіп, жаңа білімді өз тәжірибесі 

арқылы игеруі. Мұнда талдау, салыстыру, қорытынды жасау дағдылары дамиды. 

4. Шығармашылық деңгей – зерттеу, модельдеу, тәжірибе жасау арқылы жаңа 

нәтижелерге қол жеткізу кезеңі. 

Бұл жүйенің педагогикалық мәні – әрбір оқушының оқу процесіндегі жеке білім алу 

бағытын айқындап, оны жүйелі дамытуында. Яғни, әркім өз мүмкіндігіне сай деңгейден 

бастап, жоғары деңгейге көтерілуге ұмтылады. Деңгейлеп оқыту технологиясы оқушылардың 

танымдық белсенділігін арттырумен қатар, мұғалімнің жұмысын да жүйелейді. Мұғалім әр 

оқушының оқу жетістігін нақты деңгей бойынша бағалай алады, нәтижесінде бағалау әділ әрі 

объективті сипат алады. Физика сабағында бұл технологияны қолдану оқу процесін 

жандандырып, оқушылардың танымдық белсенділігін арттырады. Әр деңгейдегі тапсырмалар 

жүйелі түрде ұйымдастырылған жағдайда оқушылардың пәнге деген қызығушылығы 

тұрақтанады, өздігінен жұмыс жасау дағдылары қалыптасады. 

Деңгейлеп оқыту технологиясының тиімділігін төмендегідей аспектілер арқылы 

сипаттауға болады: 

- оқыту процесінің даралануы мен саралануын қамтамасыз етеді; 
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- оқушылардың білімді меңгеруін диагностикалауға мүмкіндік береді; 

- мұғалім мен оқушы арасындағы кері байланысты нығайтады; 

- оқу жетістіктерін нақты деңгей бойынша бақылауға жағдай жасайды [3]. 

«Жарық құбылыстары» тарауын оқытуда деңгейлеп тапсырмалар құру – оқушылардың 

білімін жүйелі меңгеруін қамтамасыз ететін әдістемелік құрал болып табылады. Деңгейлік 

тапсырмаларды құру кезінде бірнеше негізгі педагогикалық принциптерді сақтау қажет: 

1. Бағдарламалық сәйкестілік: тапсырмалар оқу бағдарламасында көрсетілген оқу 

мақсаттары мен талаптарға сәйкес болуы тиіс. 

2. Күрделілік дәрежесінің біртіндеп өсуі: тапсырмалар деңгейлер бойынша жеңілден 

күрделіге қарай ұйымдастырылуы, оқушының қабілетіне сай білімді меңгеруге мүмкіндік 

беруі қажет. 

3. Теория мен практика байланысы: әрбір тапсырма теориялық ұғымды практикалық 

тәжірибемен бекітуге бағытталуы керек. 

4. Танымдық белсенділікті арттыру: тапсырмалар оқушыны өздігінен ізденуге, 

қорытынды жасауға және шығармашылық әрекетке ынталандыруы қажет. 

5. Оқушының жеке ерекшеліктерін ескеру: тапсырмалар оқушының білім деңгейі мен оқу 

қабілетіне сәйкес құрылуы керек [4]. 

«Жарық құбылыстары» тарауы бойынша деңгейлік тапсырмалар: 

(І нұсқа) 

I деңгей (репродуктивтік) 

Мақсаты: негізгі ұғымдар мен анықтамаларды есте сақтау, қарапайым сұрақтарға жауап 

беру 

1. Жарық дегеніміз не? Түсіндіріңіз. 

2. Жарықтың түзу сызықпен таралуын тәжірибеде көрсетуге болады ма? Қысқаша 

сипаттаңыз. 

3. Айнадағы шағылу заңын тұжырымдаңыз. 

4. Линза дегеніміз не? Қысқаша анықтама беріңіз. 

5. Жарықтың негізгі қасиеттерін атаңыз. 

II деңгей (алгоритмдік) 

Мақсаты: белгілі алгоритм бойынша есеп шығару, тәжірибе жасау 

1. Айнаға түскен сәуленің түсу бұрышы 40° болса, шағылу бұрышын есептеңіз. 

2. Фокус арақашықтығы 15 см болатын жинайтын линза арқылы кескіннің орнын 

анықтаңыз, егер зат линзадан 30 см қашықтықта тұрса. 

3. Айна мен жарық сәулесі арқылы кескіннің көлемін салыстырыңыз: қандай жағдайда 

кескін үлкейеді? 

4. Жарық сәулесінің сыну бұрышын тәжірибе арқылы анықтаңыз (су немесе шыны 

ыдысты пайдаланып). 

5. Лупа арқылы кескінді үлкейту жағдайын салыстырмалы түрде сипаттаңыз. 

III деңгей (эвристикалық) 

Мақсаты: жаңа жағдайларда білімді қолдану, қорытынды жасау, талдау 

1. Линза көмегімен алынған кескін нақты немесе көлеңкелі болуын анықтаңыз. 

2. Айна және линза көмегімен алынған кескінді салыстырып, айырмашылықтарын 

сипаттаңыз. 

3. Жарық сәулесінің суда немесе әйнекте сыну бұрышын тәжірибеде өлшеп, алынған 

нәтижелер бойынша қорытынды жасаңыз. 

4. Күнделікті өмірде жарықтың шағылуына үш мысал келтіріңіз. 

5. Жарық сәулесінің сыну заңын практикалық есепке (жарықтандыру құралдарын 

орналастыру, оптикалық құрылғылар) қолдану жолдарын талдаңыз. 

IV деңгей (шығармашылық / зерттеушілік) 

Мақсаты: зерттеу жүргізу, тәжірибе жасау, жаңа нәтижеге жету 
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1. «Жарықтың сынуы» тақырыбында шағын эксперимент жасап, нәтижесін суретпен 

және қорытындысымен баяндаңыз. 

2. Айна мен линзаны қолдана отырып, өзіңіздің шағын оптикалық құрылғыңызды 

жобалаңыз (мысалы, телескоп немесе камера обьективі). 

3. Оптикалық аспаптардың күнделікті өмірдегі қолданылуын зерттеу жобасын 

дайындаңыз және қорғаңыз. 

4. Жарықтың түзу таралуы мен шағылуын қолдана отырып, бөлмені жарықтандыру 

сызбасын жобалаңыз. 

5. Жарықтың сыну құбылысын тәжірибе арқылы зерттеп, алынған нәтижелер негізінде 

есеп құрастыру. 

 

ІІ нұсқа 

I деңгей (репродуктивтік) 

Мақсаты: негізгі ұғымдар мен заңдарды есте сақтау, анықтамаларды меңгеру 

1. Жарық көздері қандай түрлерге бөлінеді? Әрқайсысына мысал келтіріңіз. 

2. Жарықтың шағылуы мен сынуының айырмашылығын түсіндіріңіз. 

3. Жарықтың таралу бағытын сипаттайтын сызықты не деп атайды? 

4. Айна түрлерін атаңыз және олардың қолданылу салаларын көрсетіңіз. 

5. Линзаның оптикалық осі дегеніміз не? 

II деңгей (алгоритмдік) 

Мақсаты: белгілі алгоритм бойынша есеп шығару, заңдылықтарды қолдану 

1. Айнаға түскен сәуленің түсу бұрышы 35° болса, шағылу бұрышы қандай болады? 

2. Зат линзадан 20 см қашықтықта орналасқан. Егер линзаның фокус арақашықтығы 10 

см болса, кескіннің орнын табыңыз. 

3. Күн сәулесінің түсу бұрышы өзгергенде көлеңке ұзындығы қалай өзгереді? Тәжірибе 

арқылы дәлелдеңіз. 

4. Су мен әйнектегі жарықтың сыну бұрышын салыстырып, айырмашылығын 

анықтаңыз. 

5. Айна мен линза арқылы алынған кескіннің түрін анықтауға арналған тәжірибенің 

жоспарын жазыңыз. 

III деңгей (эвристикалық) 

Мақсаты: білімді жаңа жағдайда қолдану, себеп-салдарлық байланыс орнату 

1. Жарық сәулесінің түсу бұрышы өзгерсе, шағылу бұрышы қалай өзгереді? Тәжірибеден 

мысал келтіріңіз. 

2. Линзаның түріне байланысты (жинайтын, шашыратқыш) кескіннің қасиеттерін 

салыстырыңыз. 

3. Неліктен жарық су мен әйнекте баяу тарайды? 

4. Жарықтың түзу таралуын тұрмыста қолдануға мысал келтіріңіз (сәулелендіру, көлік 

шамдары, прожектор). 

5. Күн сағатының жұмыс принципін жарықтың қасиеттерімен байланыстырып талдаңыз. 

IV деңгей (шығармашылық / зерттеушілік) 

Мақсаты: зерттеу, модельдеу және шығармашылық ойлау дағдыларын дамыту 

1. «Жарықтың шағылу заңы» тақырыбында тәжірибе жасап, фотосурет немесе бейне 

түрінде нәтижесін ұсыныңыз. 

2. Үй жағдайында жарықтың түзу таралуын дәлелдейтін құрылғы (мысалы, қағаз 

түтіктер мен шам) жасаңыз және нәтижесін сипаттаңыз. 

3. Айна мен линза арқылы қарапайым микроскоп немесе перископ моделін 

құрастырыңыз. 

4. Жарық құбылыстарын зерттеп, олардың табиғатын және қолданылу мүмкіндіктерін 

ғылыми тұрғыдан талдайтын зерттеу жобасын дайындаңыз. 
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5. «Оптикалық аспаптар – тұрмыста және ғылымда» тақырыбында шағын баяндама 

немесе презентация дайындаңыз [5]. 

«Жарық құбылыстары» тарауын деңгейлеп оқыту технологиясы негізінде 

ұйымдастырудың тиімділігі тапсырмаларды орындау барысын теориялық тұрғыда талдау 

арқылы айқындалады. Деңгейлеп берілген тапсырмалар оқушылардың оқу белсенділігін 

арттырып, білім сапасының артуына ықпал етеді. Деңгейлік тапсырмалар жүйесін қолдану 

барысында педагогикалық нәтижелер 1-кестеде көрсетілген. 

 

№ Талдау бағыты Теориялық талдау мазмұны Күтілетін нәтижелер 

1 Білімнің 

жүйелілігі мен 

беріктігі 

Деңгейлік тапсырмаларды орындау 

арқылы оқушылар негізгі заңдар мен 

ұғымдарды қайталай отырып, білімін 

жүйелі түрде бекітеді. Әр деңгейде 

жаңа мазмұн бұрынғы біліммен 

байланыстырылып, тұтас түсінік 

қалыптасады. 

Физикалық 

ұғымдарды саналы 

меңгеру, 

заңдылықтарды 

түсініп қолдану 

дағдылары дамиды. 

2 Танымдық 

белсенділік 

Деңгейлік тапсырмалар оқушыларды 

белсенді ойлануға, ізденуге және 

өздігінен қорытынды жасауға 

жетелейді. Теориялық сұрақтар мен 

өмірмен байланысты тапсырмалар 
қызығушылық тудырады. 

Сабаққа қатысу 

белсенділігі артады, 

пәнге қызығушылық 

артады. 

3 Жеке 

ерекшеліктерді 

ескеру 

Әр оқушы өз мүмкіндігі мен оқу 

қарқынына сәйкес тапсырма орындай 

алады. Бұл тәсіл үлгерімі әртүрлі 

оқушылардың тең қатысуын 

қамтамасыз етеді. 

Барлық оқушылардың 

білім алу процесіне 

қатысуы, өз деңгейіне 

сай жетістікке жетуі. 

4 Өзіндік жұмыс 

және 

жауапкершілік 

Тапсырмаларды өздігінен орындау 

арқылы оқушылар дербестікке 

үйренеді, жауапкершілігі мен оқу уәжі 

артады. Мұғалім бағыттаушы рөлде 

болады. 

Оқушылардың 

өздігінен шешім 

қабылдау, талдау және 

қорытынды жасау 

қабілеттері 

қалыптасады. 

5 Ойлау және 

талдау 

дағдылары 

«Жарық құбылыстары» тарауы 

бойынша тапсырмалар оқушыларды 

себеп-салдарлық байланыс орнатуға, 

физикалық құбылыстарды түсіндіруге 

үйретеді. 

Логикалық, 

аналитикалық және 

сыни ойлау 

қабілеттері дамиды. 

6 Уәж және 

қызығушылық 

Деңгейлік тапсырмалар арқылы оқушы 

өз жетістігін бақылай алады. Әр 

деңгейдің орындалуы ынталандыру 

әсерін тудырады. 

Ішкі уәждің артуы, 

пәнге тұрақты 

қызығушылықтың 

қалыптасуы. 

1-кесте. Педагогикалық нәтижелер 

 

Тапсырмалардың деңгейге бөлінуі оқушыларға өз жетістігін бақылауға мүмкіндік береді. 

Әрбір деңгейдің табысты орындалуы келесі сатыға өтуде ынталандыру тудырады, нәтижесінде 

оқушыларда пәнге деген қызығушылық тұрақты түрде қалыптасады. 

Осылайша, тапсырмаларды орындау нәтижелерін педагогикалық тұрғыдан талдау 

көрсеткендей, деңгейлеп оқыту технологиясы оқушылардың танымдық, шығармашылық және 

логикалық қабілеттерін дамытуда тиімді құрал болып табылады. Бұл тәсіл сабақтың 
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құрылымын жүйелеп, білім сапасын арттыруға, сондай-ақ оқу процесін оқушының жеке 

ерекшелігіне бейімдеуге мүмкіндік береді [6]. 

Қорытындылай келе, «Жарық құбылыстары» тарауын деңгейлеп оқыту технологиясы 

негізінде ұйымдастыру оқушылардың білімді жүйелі меңгеруіне, танымдық белсенділіктің 

артуына және жеке ерекшеліктерін ескеріп оқытуға кең мүмкіндік беретіні анықталды. Зерттеу 

барысында құрастырылған І–IV деңгей тапсырмалары оқу үдерісін тиімді дараландыруға, 

оқушының білімді дайын күйде қабылдауынан бастап, шығармашылық және зерттеушілік 

әрекетке көтерілуіне жағдай жасайды. Теориялық талдау нәтижелері деңгейлік 

тапсырмалардың физикалық ұғымдарды терең түсіндіруге, заңдылықтарды саналы меңгеруге 

және оларды практикалық жағдайларда қолдануға ықпал ететінін көрсетті. Сонымен қатар, 

тапсырмаларды кезең-кезеңмен орындату оқушылардың өздігінен білім алу дағдыларын 

қалыптастырып, жауапкершілігін арттырады, ғылыми ойлау мен талдау дағдыларын 

дамытады. 
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АRАLАSH UZLUKSIZLIK MОDULI BILАN АNIQLАNGАN  

UMUMLАSHGАN HÖLDЕR FАZОSIDА VОLTЕR О’RАMАSI MА’NОSIDАGI 

ОРЕRАTОRLАR  

 

UMAROV ALOVIDDIN OCHILOVICH 

f.-m.f.f.d (PhD), dotsent, Buxoro davlat texnika universiteti, Buхоrо, Oʻzbеkistоn 

 

Аnnоtаtsiyа. Аrаlаsh uzluksiz mоduli bilаn аniqlаngаn ikki о‘zgаruvchili funksiyаlаrning 

umumlаshgаn Höldеr fаzоsidа Vоltеr о‘rаmаsi mа’nоsidаgi аrаlаsh intеgrаl ореrаtоrning xоssаlаri 

о‘rgаnilgаn. 

Kаlitli sо’zlаr: ikki о’zgаruvchili funksiyа, Vоltеr о’rаmаsi, intеgrаl ореrаtоr, umumlаshgаn 

Höldеr fаzоsi, аrаlаsh chеkli аyirmа. 

 

OPERATORS IN THE SENSE OF VOLTERRA IN THE GENERALIZED HÖLDER 

SPACE DEFINED BY THE MIXED CONTINUITY MODULUS 

 

Аbstrаct. Thе аctiоn оf thе mixеd intеgrаl ореrаtоr оf thе Vоltаirе cоnvоlutiоn tyре in thе 

gеnеrаlizеd Höldеr sраcе оf functiоns оf twо vаriаblеs dеfinеd by thе mixеd mоdulus оf cоntinuity is 

studiеd. 

Kеywоrds: functiоns оf twо vаriаblеs, gеnеrаlizеd Höldеr sраcе, Vоltеrrа cоnvоlutiоn tyре 

intеgrаl, mixеd intеgrаl ореrаtоr, mixеd finitе diffеrеncеs. 

 

Kirish. Jаhоn miqyоsidа оlib bоrilаyоtgаn ilmiy vа аmаliy tаdqiqоtlаrning sаlmоqli qismi, 

mаxsus (singulyаr) intеgrаl ореrаtоrlаri аmаliy xаrаktеrdаgi kо‘рlаb muhim mаsаlаlаrni, xususаn, 

аnаlitik funksiyаlаrning chеgаrаviy mаsаlаlаrini, chiziqli vа chiziqli bо‘lmаgаn mаxsus (singulyаr) 

intеgrаl tеnglаmаlаrni yеchishdа uchrаydi. Fаzоlаrdаgi intеgrаl ореrаtоrlаr nаzаriyаsining еng 

muhim muаmmоlаridаn biri оbrаz silliqligining рrооbrаzining silliqligigа bоg‘liqligini аniqlаsh 

muаmmоsidir. Bundаy mаsаlаni yеchish intеgrаl tеnglаmаlаrning yеchilishi, ulаrning bаrqаrоrligi vа 

hоkаzоlаrdа muhim rоl о‘ynаydi. Silliqlik tushunchаsi turli аtаmаlаr bilаn ifоdаlаnishi mumkin. 

Funksiyаning silliqlilik xоssаlаrini judа nоzik tushunish usullаridаn biri bu uzluksizlik mоdulining 

hаtti-hаrаkаti nuqtаi nаzаridаn shаkllаntirilgаn umumlаshgаn Höldеr xоssаsi tushunchаsidаn 

fоydаlаnishdir. Bir о’zgаruvchili umumlаshgаn Höldеr funksiyаlаr fаzоlаridа  bundаy mаsаlаlаr 

dеyаrli tо’liq о’rgаnilgаndir [2]-[8].  

Kо’р о’zgаruvchili fuksiyаlаr fаzоsidа bundаy mаsаlаlаr dеyаrli о’rgаnilmаgаn [9]-[15]. Biz 

аrаlаsh Vоltеr о’rаmаsi mа’nоsidаgi intеgrаl ореrаtоrning xоssаlаrini ikki о‘zgаruvchili 

umumlаshgаn Höldеr funksiyаlаr fаzоsidа qаrаdik. Ushbu mаqоlаmizdа bir о’zgаruvchili hоldа 

оlingаn nаtijаlаrgа о’xshаsh yоki аynаn shundаy nаtijаnlаrni оlish mumkin yоki mumkin еmаsligini 

о’rgаndik. 

Mаtеriаllаr vа mеtоdlаr. Hоzirgi vаqtdа fаn, tеxnikа, iqtisоdiyоt vа insоn fаоliyаtining 

bоshqа sоhаlаridа, аyniqsа, еlаstiklik nаzаriyаsi vа kаsr tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr nаzаriyаsidа 

mаtеmаtik usullаr vа kоmрyutеr mоdеllаshtirishlаrdаn fоydаlаnish jаdаllik bilаn kеngаymоqdа. 

Umumlаshgаn Höldеr fаzоlаridа kаsr tаrtibli intеgrо-diffеrеnsiаllаshni о‘rgаnishning muhim 

bоsqichi bu Zigmund mа’nоsidаgi bаhоlаrni оlishdir, yа’ni аsl funksiyаning uzluksizlik mоduli оrqаli 

kаsr tаrtibli intеgrаllаrning uzluksizlik mоdulini bаhоlаsh tushinilаdi. 

Uzluksizlik mоduli bilаn аniqlаngаn bir о‘zgаruvchili Vоltеr о‘rаmаsi mа’nоsidаgi intеgrаlning 

Zigmund mа’nоsidаgi bаhоsini оlish usulidаn fоydаlаnib, аrаlаsh uzluksizlik mоduli bilаn 

аniqlаngаn ikki о‘zgаruvchili Vоltеr о‘rаmаsi mа’nоsidаgi аrаlаsh intеgrаlnig Zigmund mа’nоsidаgi 

bаhоlаrini оlаmiz. Sоʻngrа оlingаn Zigmund mа’nоsidаgi bаhоlаrdаn fоydаlаnib, аrаlаsh uzluksizlik 

mоduli bilаn аniqlаngаn ikki о‘zgаruvchili funksiyаlаrning umumlаshgаn Höldеr fаzоlаrini 

https://doi.org/10.5281/zenodo.17697006
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аkslаntiruvchi Vоltеr о‘rаmаsi mа’nоsidаgi аrаlаsh intеgrаl ореrаtоrning chеgаrаlаngаnligi hаqidаgi 

tеоrеmаni isbоtlаymiz. 

1-tа’rif [1]. Аgаr
 ( ) ( )abl −= 00  

funksiyа quyidаgi 

1) ( ) 00 = ; 

2) ( )
 
  ning kаmаymаydigаn funksiyаsi; 

3) ( )
 
yаrim аdditiv, yа’ni ( ) ( ) ( )2121 ++ ; 

4) ( )
 

],0[ ab −
 
dа   ning uzluksiz funksiyаsi 

shаrtlаrni qаnоаtаntirsа, u hоldа bu funksiyа uzluksiz mоduli dеyilаdi. 

2-tа’rif [1]. Аgаr ],0( ab −  оrаliqdа аniqlаngаn ( )  funksiyа quyidаgi shаrtlаrni 

qаnоаtlаntirsа,  

а) ( )  uzluksizlik mоdul funksiyаsi; 

b) 
( )

( )




1

0

Cdt
t

t
; 

c) 
( )

( )


 
−



12
Cdt

t

t
ab

; 

d) ( )
( )

,~



  

u hоldа bu funksiyа 
1  sinfgа qаrаshli dеyilаdi. 

2-tа’rif ([8]). [0, l] dа аniqlаngаn )(xk musbаt funktsiyаni 0>, V
 
sinfgа qаrаshli dеymiz, 

аgаr u quyidаgi shаrtlаrni qаnоаtlаntirsа: 

1) ( ) )(0,= xkxxk   - dеyаrli о’suvchi vа 0=|)( 0=xxkx
; 

2) shundаy  <<00,>  mаvjudki, )(xkx −
 - dеyаrli kаmаyuvchi bо’lаdi; 

3) shundаy 1C mаvjudki  

   

,
)()()(

*

*

1
x

xk
C

yx

ykxk


−

−

 

bundа ).,(max=* yxx
 

( )21, xx
 

uzluksiz funksiyа ( ) 22211121

2 ,:,RQ bxabxaxxQ =
 

dа аniqlаngаn 

bо’lsin. Quyidа zаrur bеlgilаshlаrni kiritаmiz
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),,,,

,,,,

2122121

1,0

2121121

0,1

2

1

xxhxxxx

xxxhxxx

h

h

−+=









−+=









    (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21221211221121,

1,1

,,,,,
21

xxhxxxhxhxhxxxhh ++−+−++=







 . (2) 

Ikki о'zgаruvchili uzluksiz funktsiyаlаrning xоssаlаrini о'rgаnishdа biz quyidаgi funktsiyаlаr 

sinfini qаrаymiz [10]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,,,,,0

,0,:,
~

211,121

1,1

222

1,0

111

0,1
,, 1,121





==

=




==






OO

OQCyxHH

 

Bundа 

1) birinchi tаrtibli xususiy mоdul uzluksizliklаr 
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;<0,),(supsup=:),(0

;<0,),(supsup=:0),(

22221

0,1

<0],[
2

0,1

11121

1,0

<0],[
1

1,0

2

22111

1

11222

abxx

abxx

h

hbax

h

hbax

−









−

















 

2) 1,1-tаrtibli аrаlаsh mоdul uzluksizlik 

.2,1,<0,),(supsup=:),( 21,

1,1

<0],[
21

1,1

21
=−












 iabxx iiihh

hbax iiiii  
3-tа’rif. Ikki о‘zgаruvchili funksiyа ( )21,  quyidаgi shаrtlаrni qаnоаtlаntirsа 

1) tаyinlаngаn 2  uchun 1  о‘zgаruvchi bо‘yichа ( ) 1

21,  ; 

2) tаyinlаngаn 1  uchun 2 о‘zgаruvchi bо‘yichа ( ) ,, 1

21   

u hоldа bu funksiyа ( )Q1,1  sinfgа qаrаshli dеyilаdi. 

Bu sinfni ikki о‘zgаruvchili uzluksiz funksiyаlаrning birinchi tаrtibli аrаlаsh uzluksizlik 

mоdullаri sinfi dеb аtаymiz. 

4-tа’rif. Аgаr quyidаgi  

1) ( ) ( ) 1

2211 ,   vа ( ) 1,1

211,1 ,  ; 

2) ( ) ( ) ( ) 221112211,1 ,min,  C , 

bu yеrdа 12C – 1,121 ,,   lаrgа bоg‘liq еmаs,  shаrtlаrni qаnоаtlаntirаdigаn ( )1,121 ,, =  

uchliklаr tо‘рlаmini ( )Q  оrqаli bеlgilаymiz. 

5-tа’rif. ( ) ( )Q 21,  bо‘lsin. Аgаr ( )21, xx  funksiyа Q tо‘рlаmdа аniqlаngаn vа 

( )
( )






− 11

1

0,1

0

0,
sup

111 ab

, 
( )
( )






− 22

2

1,0

0

,0
sup

222 ab
 

shаrtlаrni qаnоаtlаntirsа, u hоldа bu funksiyа ( )( ) ( )QHQH 
=21 ,  sinfgа tеgishli dеyilаdi.  

Ushbu ( )11 
 

vа ( )22 
 

funksiyаlаrni ( )( )QH 21 ,  umumlаshgаn Höldеr fаzоning 

xаrаktеristik funksiyаlаri dеb аtаymiz. 

6-tа’rif. Аgаr ( ) ( )QHxx 21 ,

21 ,


  bо‘lib, 

( )
( )






=
− 211,1

21

1,1

2,1
0 ,

,
sup

i
ab iii

 

shаrtni qаnоаtlаntirsа, u hоldа ( )21, xx  funksiyа 
( )( ) ( )QHQH 

=
~~

1,121 ,,
 sinfgа tеgishli 

dеyilаdi. 

Ushbu ( )211,1 ,
 

funksiyаni 
( )( )QH 1,121 ,,~ 

 аrаlаsh umumlаshgаn Höldеr fаzоsining 

xаrаktеristik funksiyаlаri dеb аtаymiz. 

( )  1,121 ,,  xаrаktеristikаlаr bilаn Q tо‘rtburchаkning chеgаrаviy nuqtаlаridа nоlgа 

аylаnаdigаn, ( ) ( )( )QHQH 1,121 ,,~~  =
 

fаzоdаn оlingаn ( )21 , xx  funksiyаlаr qism fаzоsini 

( ) ( )( )QHQH 1,121 ,,

00

~~  =  оrqаli bеlgilаmiz. 

Nаtijаlаr. Аrаlаsh Vоltеr о’rаmаsi mа’nоsidаgi intеgrаl ореrаtоri quyidаgichа bеrilgаn bо’lsin 

  

( )( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,,,,
~

2

2

1

1

2121221121 =−−=  ixadtdttttxktxkxxK ii
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Ushbu tеоrеmа isbоtini kеltirmаymiz, uning isbоtini [10] kо’rish mumkin. 
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bо’lsа, ( ) kHxxf


 021

~
,  еkаnli isbоtlаsh yеtаrli. 

 
( ) ( )QHxx  021

~
,  bо’lgаni uchun 1-tеоrеmаdаn fоydаlаnish mumkin. Ushbu tеоrеmаgа kо’rа 

intеgrаl (3) uchun Zigmund mа’nоsidаgi bаhоlаr о’rinli. 

Tеоrеmаning shаrti vа Zigmund mа’nоsidаgi bаhоlаrdаn fоydаlаnib quyidаgigа еgа bо’lаmiz 
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Ushbu tеngsizlik vа (4) dаn quyidаgi kеlib chiqаdi 
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еkаnligi kеlib chiqаdi. Bundаn еsа ii ax →  dа ( ) 2,1,0, 21 === ixxf

ii ax
. 

Xulоsаlаr. Аrаlаsh uzluksizlik mоduli bilаn аniqlаngаn ikki о’zgаruvchili funksiyаli Vоltеr 

о’rаmаsi mа’nоsidаgi аrаlаsh intеgrаl ореrаtоri uchun Zigmund mа’nоsidаgi bаhоlаri оlinib, ushbu 

bаhоlаrdаn fоydаlаnib, umumlаshgаn Höldеr fаzоsidа Vоltеr о’rаmаsi mа’nоsidаgi аrаlаsh intеgrаl 

ореrаtоri xоssаsi о’rgаnildi. Bu nаtijаlаrdаn shuni xulоsа qilish mumkin, аgаr qаrаlаyоtgаn intеgrаl 

ореrаtоr (4) kо’rinishdа bо’lsа, u hоldа ikki о’zgаruvchili funksiyаlаr uchun hаm xuddi bir 

о’zgаruvchili funksiyаlаrdа оlingаn tеоrеmаlаrgа [8] о’xshаsh tеоrеmаni оlish mumkin еkаn.  
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KASR TARTIBLI HOSILALARNING FIZIK MODELLARDA QO‘LLANISHI 

 

RAXMONOV KAYUM KIYAMOVICH 

fiz.-mat. fanlari nomzodi, dotsent, Buxoro davlat texnika universiteti, Buхоrо, Oʻzbеkistоn 

 

Annotatsiya. Maqolada kasr tartibli differensiallashning fizik mazmuni va qo‘llanishi 

mumkinligi masalasi ko‘rib chiqilgan. Kasr tartibli hosilalar va integral apparatini “elastiklik – 

qovushqoq elastiklik – yopishqoq suyuqlik” xususiyatlariga ega muhit modelini tasvirlashda 

qo‘llashning umumlashtiruvchi xarakteri namoyish etilgan. Bir tomondan, uzlukli muhitning fizik 

modellari (“elastiklik – qovushqoq elastiklik – yopishqoq suyuqlik”) umumiyligi ko‘zga tashlanadi, 

boshqa tomondan esa kasr tartibli hosilalar va integral apparatini ushbu masalalarga qo‘llashning 

asosli ekanligi ko‘rsatiladi. 

Kalit so‘zlar: kasr tartibli hosila, kasr tartibli integral, elastiklik, qovushqoq elastiklik, 

yopishqoq suyuqlik, Kantor to‘plami, fraktal. 

 

APPLICATION OF FRACTIONAL-ORDER DERIVATIVES IN PHYSICAL 

MODELS 

 

Abstract. This paper examines the physical meaning and applicability of fractional 

differentiation. The generalized nature of applying the apparatus of fractional-order derivatives and 

integrals to describe media characterized by “elasticity - viscoelasticity – viscous fluid” properties 

is demonstrated. On the one hand, the commonality of physical models of continuous media 

(“elasticity – viscoelasticity – viscous fluid”) is observed; on the other hand, the validity of employing 

fractional-order derivatives and integrals in these problems is substantiated. 

Keywords: fractional derivative, fractional integral, elasticity, viscoelasticity, viscous fluid, 

Cantor set, fractal. 

 

Klassik holatlarda hosiladan jarayonning o‘tish tezligini (tegishli o‘q yo‘nalishida) aniqlash 

uchun foydalaniladi. Ikkinchi tartibli hosila tezlanishni, uchinchi tartibli hosila esa muhitning 

yopishqoqligini hisobga olish uchun qo‘llaniladi. Umuman olganda, yuqori (butun) tartibli hosilalar 

matematik konstruksiyalardagi ichki masalalarni hal etishda qo‘llaniladi. Kasr tartibli hosila va 

integral apparati [11; 12] esa fizik jarayonlarni modellashtirishda tobora kengroq qo‘llanilmoqda [2; 

4; 6; 8; 10]. Shu boisdan, ushbu apparatning qaysi masalalarda va qanday sharoitlarda qo‘llanishi 

maqsadga muvofiq va ruxsat etilganligini anglab olish muhim ahamiyat kasb etadi. 

Tabiiyki, kasr tartibli hosilalar va integrallarga (keyingi o‘rinlarda — kasr tartibli hosila yoki 

kasr tartibli differensiallash) ma’lum talablar qo‘yilishi mumkin. Shunday talablardan biri shundaki, 

agar tartib butun songa yaqinlashsa, hosila oddiy butun tartibli hosilaga mos kelishi lozim. Ushbu 

talab, shuningdek differensiallashning boshqa xususiyatlari ham bajariladi [12]. Shuningdek, boshqa 

talablar ham mavjud bo‘lib, ularni ehtimol “kutilmalar” deb atash maqsadga muvofiqdir. 

Masalan, ( ) nxxf =  funksiyaning n-tartibli hosilasi quyidagicha aniqlanadi: 

( ) !nx
dx

d n

n

n

= . 

Kasr tartibli hosilalar turlicha yo‘llar bilan aniqlanadi. Bu yerda Riman–Liuvill ta’rifi [12]  

( )
( )

( )

( ) 


+

−−
=

x

a

a
tx

dttf

dx

d
xfD

1

1
       (1) 

hamda butun tartibli hosilaning 
nx  kabi darajali funksiya uchun umumlashtirilgan ta’rifi [2] 

da ko‘rib chiqilgan: 
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( ) ( )
( )

nkk

n

n

x
nk

k
x

dx

d −

+−

+
=

1

1
.         (2). 

Agar kasr tartibli hosilaning tartibi monomning tartibiga teng bo‘lsa, kutilgan natijalar o‘z 

tasdig‘ini topadi. Haqiqatan ham, (2) ga binoan: 

( ) ( )
( )

!
1

1
n

n
x

dx

d n

n

n

=


+
= , 

shuning uchun: 

( ) ( )+=





1x
dx

d
,         (3) 

bundan tashqari (1) ga muvofiq uxt =  almashtirishni hisobga olgan holda: 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).111

1

1

11

1

11

1

1

1

1

0

1

00

0

+=+−
−

=
−−

=

=
−−

=
−−

=


















+

u

duu

ux

xduux

dx

d

tx

dtt

dx

d
xD

x

.   (4) 

1-rasmda (3) ifoda uchun 0≤α≤3 oralig‘ida qurilgan grafik keltirilgan. 

 

 
1-rasm. (3)-ifoda bo‘yicha hosilaning qiymatlari, differensiallash tartibi monom tartibi bilan 

mos kelganda, 0≤α≤30 

 

y=sinx funksiyaning α kasr tartibli hosilasi quyidagicha 












+=





2
sinsin xx

dx

d
         (5) 

boʻladi. 

Biroq y=sinx funksiyaning Riman–Liuvill kasr tartibli hosilasini hisoblash ma’lum 

qiyinchiliklarni keltirib chiqaradi (shuningdek, x→0 bo‘lganda ( ) 0sin0 →
+ xD  ekanligini ham 

ham qayd etish lozim): 
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( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
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−
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dt
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dt
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ttx
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1

1

1

1

cos
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1

1

1

1

sin

1

1
sin

0
    (6) 

ifoda (5) ifodadan farq qiladi. (5) va sonli usul yordamida (6) uchun α=0,5 holatida qurilgan 

grafiklar 2-rasmda keltirilgan. O‘tish jarayoni kamida bitta davr davom etadi. 

 

 
2-rasm. Differensiallash tartibi α=0,5 bo‘lgan holatda (5) va (6) ifodalar bo‘yicha hosilalar,  

 

Shunga o‘xshash holat 
xey =  funksiyasini differensiallashda ham kuzatiladi, bunda natijada 

invariantlik saqlanishi kutiladi. Kutilgan invariantlik x→∞ da asimptotik tarzda kuzatiladi: 

( )
( ) ( )

=
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. (7) 

α=0,5 holati uchun olingan natijalar taqqoslanishi 3-rasmda keltirilgan. 
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3-rasm. 
xey =  funksiyasi va uning α=0,5 tartibli hosilasining grafigi. 

 

Qiziqarli masalalardan biri - kasr tartibli differensiallashning fraktal tuzilmalarga qo‘llanish 

imkoniyatidir. Agar fraktalning shakllanish jarayonini Kantor to‘plami sxemasi bo‘yicha, birlik 

massali elementlardan tashkil topgan holda (4-rasm) ko‘rib chiqilsa va uning umumiy massasini 

baholashga urinish qilinsa, quyidagini olish mumkin: 

Hd

L

kk LLeeM ===== 3ln

2ln
2ln

3ln

ln

2ln2 , 

bu yerda dH - Xausdorff–Bezikovich o‘lchami [14]. 

 
4-rasm. Kantor to‘plami (to‘rtinchi avlod prefraktali). 

 

Differensiallashning ikki varianti mavjud. Birinchi variant - chiziqli o‘lcham L bo‘yicha formal 

differensiallash, uning yordamida zichlik (chiziqli zichlik) aniqlanadi:  

TH dd
LL

dL

dM −
−

== ~
3ln

2ln 1
3ln

2ln

, 

bu yerda dT - topologik o‘lcham. 

Shunday formal differensiallash kasr tartibli o‘lchamli fazoda entropiyani ifodalashga nisbatan 

qo‘llanilganda [1], aniq fizik mazmunga ega natijaga olib kelgan. 

Aksincha, massa dH - fraktal o‘lcham bo‘yicha differensiallanganda olingan natijani fizik 

jihatdan talqin qilish zarur bo‘ladi: 

( ) ( )H
d

dMD H +=+ 10 . 

Shunga o‘xshash holat, masalan, Sierpinski gilami va boshqa fraktal tuzilmalar uchun ham 

xosdir. 

Nihoyat, kasr tartibli differensiallashni qovushqoq elastiklik nazariyasida qo‘llash natijasi 

alohida ilmiy qiziqish uyg‘otadi. Bunday turdagi masalalarni yechishning klassik yondashuvi 

shundan iboratki, Laplas–Karson tasvirlar fazosida qovushqoq elastiklik masalasining qo‘yilishi 

elastiklik masalasining qo‘yilishiga o‘xshash ko‘rinishga ega bo‘ladi (faqat boshqa mexanik 

xususiyatlarga ega). Shu sababli, mos elastik masalaning yechimini olib, uni Laplas–Karson 

tasvirlarida ifodalab (mos mexanik konstantalar almashtirilganda) va teskari o‘zgartirishni qo‘llash 

orqali viskoelastik masalaning yechimi olinadi [3; 9]. 

Kasr tartibli differensiallash apparatini qo‘llash esa bunday turdagi masalalarning qo‘yilishini 

yanada kengroq fizik talqinda ko‘rishga imkon beradi. 
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Uzlukli muhit mexanikasida ikki (ma’lum ma’noda, qarama-qarshi) tipdagi muhit farqlanadi: 

1. Elastik material - deformatsiya ε va kuchlanish σ orasidagi bog‘lanish Guk qonuni 

bilan aniqlanadi: = E  yoki =
E

1
, 

2. Suyuq yopishqoq muhit - bu bog‘lanish Nyuton qonuni bilan ifodalanadi:  

dt

d
=  yoki ( ) 


=

t

d
0

1
, 

bu yerda E - elastiklik moduli, η — suyuqlikning yopishqoqlik koeffitsienti. 

Bu turdagi masalalarni umumiy shaklda ifodalash uchun kasr tartibli differensiallash Dβ va 

integrallash Iα amallarini qo‘llashdan iborat: 

= BD  yoki = AI ,         (8) 

bu yerda B=E, β=0, A=1/E, α=0 bo‘lganda - Guk qonuni, B=η, β=1, A=1/η, α=1 bo‘lganda esa 

- Nyuton qonuni hosil bo‘ladi. 

 

 
    a)     b) 

5-rasm. Silindrik materialning o‘z og‘irligi ta’sirida siljishi. 

 

Tashqi sirtidan mahkamlangan elastik materialdan tayyorlangan silindr qatlamlarining vertikal 

siljishi, siljish moduli G va zichligi ρ bo‘lgan holda, quyidagi munosabat bilan aniqlanadi [2; 4]: 

( ) ( )22
0

4
rr

G
rw −


= .          (9) 

Mos qovushqoq elastik qo‘yilishdagi masala yechimi esa, kuchlanish va deformatsiya orasidagi 

bog‘lanish quyidagi ko‘rinishda berilganda olinadi [3; 9]: 

( ) ( ) ( ) −=
t

dtt
0

,          (10) 

bunda sudralish yadrosi, masalan, ( ) qtet −= 0  shaklida (bu yerda 0  va q - tajriba yo‘li 

bilan aniqlanadigan parametrlar) ifodalanadi va uning ko‘rinishi (5b-rasmdagi 2-egri chiziq) [2]: 

( ) ( ) ( )







−


−−


= −qte

q
rr

G
trw 11

4
, 022

0 .       (11) 

Mos konstantalarni almashtirish va teskari almashtirishni qo‘llash natijasida qovishqoq 

elastiklik masalasining yechimi olinadi [2]. 

Shuni ta’kidlash lozimki, agar (10)-munosabatdagi yadroni Duffing yadrosi [12] ko‘rinishida 

olinsa: ( ) = tt 0 , unda yechim quyidagi shaklga ega bo‘ladi: 
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( ) ( ) −


= trr
G

trw 22
0

4
, .          (12) 

Ko‘rsatilgan yondashuvlar qovushqoq elastiklik nazariyasi masalalarini yechish uchun kuchli 

metodni taqdim etadi [3; 9]. Shu bilan birga, ular «elastiklik – qovushqoq elastiklik – yopishqoq 

suyuqlik» masalalar zanjirida umumiy bog‘lanish mavjudligi haqida tushuncha bermaydi. Bunday 

bog‘lanishni kasr tartibli hosila (1) va kasr tartibli integral [12] apparatini qo‘llash orqali aniqlash 

mumkin: 

( )
( )

( )

( ) −


+

−
=

x

a

a
tx

dttf
xfI

1

1
.         (13) 

Shu yondashuv doirasida (12)-munosabat quyidagi shaklga keltiriladi [2]: 

( ) ( )
( )

 
−

+


=




















 −
= t

rr

C
t

rr
I

C
trw

212

1
,

22
0

22
0 .     (14) 

Darhaqiqat, tartib α=0 bo‘yicha differensiallash elastiklik masalasining yechimini beradi, tartib 

( )1,0  bo‘yicha differensiallash qovushqoq elastiklik nazariyasi masalasining yechimini beradi, 

lekin tartib α=1 bo‘yicha differensiallash quyidagi ifodaga olib keladi: 

( )
( )

t
rr

C
trw 

−

+


=

21
,

22
0 ,         (15) 

uning birinchi vaqt bo‘yicha hosilasi: 

( )
( )

( ) 21

,
22

0 rr

Cdt

trdw
rv

−

+


== .        (16) 

Mos konstantalarni almashtirish orqali ushbu ifoda quvur ichida yopishqoq (yopishqoq) 

suyuqlikning, yopishqoqlik koeffitsienti μ bilan bosim farqi Δp va uzunlik L bo‘yicha tezlik 

taqsimotini beradi [7; 13]: 

( ) ( )22
0

4

1
rr

L

p
rv −




= .          (17) 

Ma’lum bir viskoelastik material uchun (8) munosabatdagi C va α parametrlarini tajriba yo‘li 

bilan aniqlash mumkin. Ularni turli mexanik sinovlar, masalan, sudralish va relaksatsiya tajribalari 

yordamida aniqlash mumkin [5]. α parametrini aniqlashga oid yana bir yondashuv mavjud. U 

mexanik gisterezis halqasini tahlil qilishga asoslangan bo‘lib, halqa tsiklik yuklanishda, aylanish 

chastotasi ω bo‘yicha quyidagi qonun asosida paydo bo‘ladi: 

( ) tt = sin0 . 

Keyin yechim (5) shaklida qidiriladi (natijada, (6) uchun ham – 6-rasmdagi nuqtali egri chiziq): 

( ) ( ) 










+=+=

2
sinsin 00 ttt ,       (18) 

bunda faza siljishi 


=
2

 shaklida ifodalanadi, bu esa kasr tartibli differensiallash α ni ajratib 

ko‘rsatish uchun qulaydir. 
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6-rasm. Qovushqoq-elastik materialning mexanik gisterezi. 

 

Bu holatda mexanik gisterezis halqasi ellips shaklida bo‘ladi, uning asosiy o‘qi β burchak ostida 

egilgan (6-rasm) va bu burchak faza siljishi  bilan differensiallash tartibi α ga bog‘liq munosabat 

orqali aniqlanadi [4]: 


−


= cos

2
2tg

2
0

2
0

00           (19) 

o‘lchovli koordinatalarda yoki o‘lchovsiz koordinatalarda ellips radiusi R=sin orqali 

belgilanadi. 

Shunday qilib, yuqorida keltirilgan ma’lumotlarga asoslanib, quyidagi xulosa chiqarish 

mumkin: bir tomondan, «elastiklik – qovushqoq elastiklik – yopishqoq suyuqlik» zanjirida uzlukli 

muhitning fizik modellari umumiyligi namoyon bo‘ladi; boshqa tomondan, kasr tartibli hosilalar va 

kasr tartibli integrallar apparatini ushbu masalalarga qo‘llashning asosli ekanligi ko‘rsatiladi. 
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ЖҰМЫСТАРДЫ ӨТКІЗУ ӘДІСТЕМЕСІ 

 

МҮСІРОВА МЕРУЕРТ ТӨЛЕГЕНҚЫЗЫ 

Абай атындағы ҚазҰПУ, Математика, физика және информатика факультетінің 
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Ғылыми жетекшісі – п.ғ.к.,қауымдастырылған профессор СЫДЫКОВА Ж.К. 

Алматы, Қазақстан 

 

Аңдатпа: Қазіргі білім беру жүйесінде физика пәнін оқытудың тиімді жолдарының бірі 

– зертханалық жұмыстарды ұйымдастыру болып табылады. Зертханалық жұмыс – 

оқушылардың теориялық білімін тәжірибемен ұштастырып, физикалық құбылыстарды өз 

көздерімен бақылап, заңдылықтарды тәжірибе арқылы дәлелдеуге мүмкіндік беретін 

маңызды оқу үрдісінің бөлігі. Мұндай жұмыстар оқушылардың қызығушылығын арттырып 

қана қоймай, олардың ғылыми-зерттеу дағдыларын қалыптастырады, логикалық ойлауын, 

талдау және қорытынды жасау қабілеттерін дамытады. Осы жұмыста физикадағы 

зертханалық жұмыстардың маңызы мен орнын айқындау, оқыту экспериментін жүзеге 

асыру әдістерін қарастыру, ғылыми еңбектерге сүйене отырып, олардың нәтижелерін 

талдау және мектеп жағдайында өткізілетін зертханалық жұмыстың үлгісін көрсету 

көзделді. Сонымен қатар, физика мұғалімінің зертханалық сабақтарды ұйымдастырудағы 

басты назар аударатын тұстары да жан-жақты ашып көрсетілді 

Кілт сөздер: зертханалық жұмыс, фроньталді зертханалық жұмыс, математикалық 

маятник, онлайн симуляциялар, виртуалды зертхана. 

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ВИРТУАЛЬНЫХ ЛАБОРАТОРНЫХ 

 РАБОТ ПО ФИЗИКЕ В ШКОЛЕ 

 

Аннотация: В современной системе образования одним из наиболее эффективных 

способов обучения физике является организация лабораторных работ. Лабораторная работа 

позволяет учащимся соединить теоретические знания с практикой, наблюдать физические 

явления своими глазами и экспериментально подтверждать законы. Такие занятия не только 

повышают интерес к предмету, но и формируют у обучающихся исследовательские навыки, 

развивают логическое мышление, умение анализировать и делать выводы. В данной работе 

рассматривается значение и роль лабораторных работ в физике, методы реализации 

учебного эксперимента, анализируются результаты научных исследований, а также 

приведён пример выполнения одной школьной лабораторной работы. Кроме того, подробно 

раскрыто, на что должен обращать внимание учитель физики при организации 

лабораторных занятий. 

Ключевые слова: лабораторная работа, фронтальная лабораторная работа, 

математический маятник, онлайн-симуляции, виртуальная лаборатория. 

 

METHODOLOGY FOR CONDUCTING  

VIRTUAL LABORATORY WORK IN SCHOOL PHYSICS 

 

Abstract: In the modern education system, one of the most effective ways of teaching physics is 

through the organization of laboratory work. Laboratory activities allow students to connect 

theoretical knowledge with practical experience, observe physical phenomena firsthand, and 

experimentally confirm physical laws. Such activities not only increase students’ interest in the 
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subject but also develop their research skills, logical thinking, analytical abilities, and capacity for 

drawing conclusions. This paper explores the importance and role of laboratory work in physics, 

examines methods for implementing teaching experiments, analyzes findings from scientific studies, 

and presents an example of a school-level laboratory experiment. Additionally, it highlights key 

aspects that physics teachers should focus on when organizing laboratory sessions. 

Keywords: laboratory work, frontal laboratory work, mathematical pendulum, online 

simulations, virtual laboratory. 

 

Қазіргі таңда физиканы мектепте оқытуда зертханалық жұмыстардың алар орны ерекше. 

Физиканы оқыту жүйесі теориялық білім, физикалық заңдылықтармен танысу, есептер 

шығару, зертханалық жұмыстарды орындау мен бөлімдік жиынтық бағалау (БЖБ) және 

тоқсандық жиынтық бағалаудан (ТЖБ) тұрады. Зертханалық жұмыстарды орындау оқушының 

физиканы пәнін теориялық негізі мен практикалық жұмыстарын ұштастыра отырып меңгеруін 

қамтамасыз етеді. Заман талабына сай виртуалды стимуляцияларды қолдану қазіргі таңда 

ұстазға зертханалық жұмысты өткізудің тиімді платформасы болып отыр. 

Физика пәнін оқытуда эксперимент өткізу өте маңызды рөл атқарады. Себебі, оқушы 

алған білімін зерттеу барысында қолдана алуы тиіс және физикалық ұғымдарды тереңірек 

түсіну үшін де оқушы визуалды түрде көрнекіліктерді қолдана отырып, өзі физикалық кейбір 

параметрлерді (массасын, ұзындығын) өзгерте алып физиканы игеруі тиіс. Мектептегі 

физикалық оқу экспериментіне қатысты бірқатар авторлар еңбегін қалдырып кеткен, соның 

бірі М.Құдайқұлов. Оның «Орта мектепте физиканы оқыту әдістемесі» атты еңбегінде 

физиканы оқыту әдістері айтылып, физикалық оқу экспериментті де классификацияларға 

жіктелініп, олардың артықшылықтары, ұйымдастыру маңызыда айтылып кеткен [1]. 

Берілген мақалада автор физикалық эксперименттің маңызы оқушының зерттеушілік 

пен қоршаған ортаны бақылау сияқты дағдыларын дамытумен ұштастырған. Негізінен, физика 

пәнін оқытуды физикалық экперименттер ұйымдастыру формасына қарай 6 топқа бөлінеді [1]: 

1. Демонстрациялық эксперимент. 

2. Зертханалық жұмыс. 

3. Физикалық практикум. 

4. Сыныптан және мектептен тыс жүргізілетін эксперимент. 

5. Эксперименттік есептер шығару. 

6. Қолдан физикалық құралдар жасау.  

Демонстрациялық эксперимент негізінен сабақ өткізудің бір бөлігін құраса, 

лабораториялық эксперимент түгел сабақтың уақытын алады. Демонстрациялық эксперимент 

жаңа тақырыпты меңгеру барысында оқушыларға абстарактілі элементтерді көрнекі түрде 

түсіндіру. Мысалы, заттардың тығыздығын көрсету, олардың неліктен әртүрлі болатындығын 

визуалды түрде сипаттау.  

Зертханалық жұмыс керісінше оқушы өзі орындай алатын физиканы оқытудың бір әдіс 

түрі. Зертханалық жұмыс жасау негізінен физиканы оқытудың негізгі бет бейнесі. 

Зертханалық жұмыс өткізу барлық талапқа сай орындалуы тиіс. Оның өзіндік ұсталыну керек 

ережелері және ерекшеліктері бар. Ерекшеліктерін атып өтетін болсақ, зертханалық жұмыс 

өткізу барысында оқушы өзіде зерттеуші кейіпке еніп, бақылау жүргізеді, зерттеу нәтижелерін 

алады. Зертханалық жұмыс орындау барысында физикалық құралдар мен танысып оларды 

қолдануын үйренеді. Осының салдарынан ғылымға деген қызығушылы артуы мүмкін. Және 

де оқушылар зертханалық жұмыс орындау барысында теорияны тек оқып, естіп меңгермей 

оның табиғатпен ұштасатынын сезініп, көреді. Физикалық құбылыстардың маңызын, 

табиғатта орындалып жатырған әр үдерістің физикамен байланысын көзбен көре алады.  

Физика пәнін оқытуда мектепте зертханалық жұмыстарды ұйымдастыру негізінен 3 

топқа бөлінеді: 

1. Фронталь зертханалық жұмыс. 

2. Әр түрлі жұмыстар жүйесі. 
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3. Физикалық практикум. 

Фронтальді зертханалық жұмыс кезінде оқушылар бір мезетте бірдей тәжірибемен 

айналысады. Әдетте, фронтальді зертханалық жұмыс белгілі бір тараудан кейін немесе жаңа 

тақырыпты меңгергеннен кейін өткізіледі. Және де мұғалімге фронтальді зертханалық жұмыс 

өткізу негізінен белгілі бір тақырыпты оқушыларына меңгерту барысында маңызды рөл 

атқарады. Әр оқушы кезекті өзінің зерттеу жұмысын жүргізе отырып, бақылайды, өлшемдерін 

өзгертеді және қорытындысын алады. Осы тұста дәстүрлі фронтальді зертханалық 

жұмыстарды орындау барысында барлық құрал жабдықты оқушыларға тарату және оны кері 

жинау мұғалімге оңайлыққа соқпайды. Сол себептен, виртуалды ортада зертханалық жұмыс 

өткізу ұтымды әдіс. Мұғалім виртуалды зертхананы өткізу барысында оқушылардың зейінін 

және бақылау дағдылары қалай жүзеге асып жатыр барлығын басты назарда ұстай алады.  

Мақала тақырыбына сай басқа да авторлардың еңбегіне шолу жасасақ, «Виртуалды 

эксперименттер: модельдеу бағдарламалары арқылы физиканы оқытудың сиқыры» 

мақаласында автор Ә.М.Сейтмұхаммбет физиканы модельдеу арқылы, дәлірек айтқанда 

виртуалды зертхана арқылы оқытудың артықшылықтарын және де виртуалды модельдеу  

физиканың дамуына қандай әсер алып келетіні туралы жазған. Автордың айтуынша, 

оқушылар дәстүрлі ортада белгілілі бір абстрактілі ұғымдарды игере алмайтын болса, 

виртуалды стимуляциялар оқушылардың физикалық көзге көрінбейтін ұғымдарды игеруіне 

көмегін тигізеді. Және де онлайн ортада физикалық параметрлерді визуализациялау 

оқушылардың меңгеру барысын қызықты әрі интерактивті етеді. Оқушылар параметрлерді өз 

көздерімен өзгерту арқылы олардың физикалық ұғымдарды терең түсіне алуын қамтамасыз 

етеді, онымен қоса сыни ойлау қабілетін дамытады. Автордың аса маңызды айта кеткені тұсы: 

виртуалды зертхана қазіргі таңда физиканы оқытуда негізгі элементіне айналуды, яғни 

оқушылар виртуалды ортада зертхана жұмыстарын жасай отыра, өздеріне дерексіз 

мәліметтерді зерттей алады және бақылай алады [2]. Мен автордың негізгі ойымен толықтай 

келісемін, физикалық зертханаларды оқушы онлайн ортада жүзеге асыра алғаны өте тиімді 

және заман талабына сай көрнекі құрал. Қазіргі таңда виртуалды зертхананы өткізу және 

ұйымдастыру ұстаздың негізгі құралына айналуы қажет деп ойлаймын. Виртуалды зертхана 

барысында оқушылар физикалық ұғымды қалыптастыруы тиімді әрі жеңіл болады деген 

ойдамын. 

Физиканы оқытуда арнайы бөлімге арналған әдісі ұсынылған «Орта мектепте электр 

және магнетизм бөлімін оқытуда заманауи технологияларды қолдану әдістемесі» 

тақырыбындағы мақалаға келетін болсақ, бұл мақала авторлары негізінен интерактивті 

жалпылама әдістерге тоқтала кеткен. Олар аталмыш бөлімдегі тек зертханалық жұмысқа 

тоқталып қана қоймай, тақырыпты теория жүзінде түсіндіру барысында, практикалық 

жұмыстарды орындау кезінде қолданылатын жалпы әдістерді сипаттаған. Орта мектепте 

электр және магнетизм бөлімін оқытуда негізді тиімді әдістерді талдап, эксперименттен 

өткізген. Электр және магнетизм бөлімі күрделі болғандықтан, оқушыларға заманауи 

технологиялар арқылы жеңіл әрі өмірге байланыстыра отырып түсіндіруге болатынын айтқан. 

Нақты физикалық виртуалды зертханалық жұмысқа арналған әдісінде, авторлар Phet 

Stimulation платформасын негізгі мысал ретінде қарастырған. Зерттеу жұмысының негізгі 

объектісі ретінді орта мектептегі 8 сыныпты қарастырған. «Электр тізбегін құрастыру және 

ток күшін зерттеу» тақырыбы аясында жұмыс атқарған. Осы тақырып аясында басқа әдіс 

тәсілдерге қарағанда, яғни арнайы қосымшалар (kahoot, quizziz), презентациялық 

көрнекіліктер мен STEM құрылғыларына қарағанда виртуалды зертханада қолданылатын 

стимуляциялардың қолдану жиілігі басымырақ болған [3].  

Phet Interactive Stimulations платформасын электр тізбегін құрастыруда оқушыларға 

тапсырма беру кезінде виртуалды зертханалық жұмыс ретінде қолданған. Бұл әдісті қолдану 

барысында оқушылар эмпирикалық білім алуды, ғылыми ойлауды, зерттеу параметрлерін 

өзгерту арқылы әртүрлі жағдайды қарастыра отырып, проблеманы шешуді, сыни ойлауды 

меңгереді.  
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Мақалада зерттелген тәжірибе соңында, заманауи технологиялық әдісі қолданылған 

сыныптың білім меңгеру деңгейі әлдеқайда жоғары және тиімді әдіспен жүзеге 

асырылғандықтан оқушыларға қызықты әрі жеңіл жеткізілді.  

Жалпы виртуалды зертхана дегеніміз онлайн ортада физикалық тәжірибелерді 

орындауға мүмкіндік беретін цифрлық оқу құралы. Виртуалды зертханалық жұмыстарда 

нақты құралдардың орнына интерактивті модельді немесе онлайн симуляцияларды 

қолданады. Мысалы: BilimLand платформасы, Phet Simulations,Crocodile Physics. 

Phet Interactive Simulations (https://phet.colorado.edu/) – АҚШ Колорадо университетінде 

жасалынған онлайн симуляциялар платформасы. Бұл жерде жаратылыстану ғылымдарына 

бірнеше зертханалық жұмыстарды виртуалды ортада орындауға жағдай жасалынған. 

Физикадан 70-тен аса симуляциялар қарастырылған [5]. 

Bilimland  платформасы (https://bilimland.kz/kk/courses/simulation/fizika) мектеп 

бағдарламасы бойынша қазақ, орыс және ағылшын тілдерінде интерактивті сабақтар, 

виртуалды лабораториялар, тесттер және симуляциялар ұсынады. 

Crocodile Physics (http://www.sumdog.com/en/Crocodile_Physics/) - бұл виртуалды 

физикалық зертхана (компьютерлік бағдарлама), ол арқылы оқушылар мен студенттер 

физикалық құбылыстарды модельдеп, тәжірибе жасап, нәтижесін талдай алады. 

Виртуалды зертханалардың ұйымдастыру маңызына тоқталатын болсақ, ең алдымын 

виртуалды зертхана қауіпсіз ортада жұмыс жасауға мүмкіндік береді. Оқушы көзбен көре 

алмайтын кейбір физикалық құбылыстарды, абстрактілі ұғымдарды нақты визуалды түрде 

түсіндіріп, физикалық түсінік қалыптастырады. Виртуалды зертханалық жұмыстардың 

барысынды оқушы өз бетімен тәжірибе жасай отыра, нәтижесін ала алады. Нәтиже қате болған 

жағдайда бірнеше рет қайталап орындап көруге мүмкіндік болады. 

9-сыныпта зертханалық жұмыс атауларымен мақсаттарына тоқтала кетсек. Алғашқы 

тарау «Кинематика негіздері» бойынша: «Теңүдемелі қозғалыс кезіндегі дененің үдеуін 

анықтау» және «Горизонталь лақтырылған дененің қозғалысын зерттеу» зертханалық 

жұмыстары бар. Ал, бесінші тарау «Тербелістер мен толқындар» бойынша: «Математикалық 

маятниктің көмегімен еркін түсу үдеуін анықтау» және «Беттік толқындардың таралу 

жылдамдығын анықтау» атты екі зертханалық жұмыстар бар. Зертханалық жұмысты онлайн 

стимуляция арқылы орындау және ұйымдастыру процесін ретімен қалай жүзеге асыру қажет 

екеніне тоқталайық: 

Ең алдымен мұғалім оқушыларды зертханалық жұмыстың тақырыбымен оның 

мақсатымен таныстырады. 

 

Тақырыбы: «Математикалық маятниктің көмегімен еркін түсу үдеуін анықтау»  

Жұмыстың мақсаты: математикалық маятниктің тербеліс периодының T=2𝜋√
   𝑙

𝑔
 

формуласы бойынша еркін түсу үдеуін анықтау [4]. 

Құрал-жабдықтар: Phet Stimulations платформасы, интерактивті тақта 

Оқушылар зертханалық жұмыстың тақырыбы, мақсатымен танысады. «Тербелістер мен 

толқындар» тарауы бойынша Математикалық және серіппелі маятниктің тербелістері 

тақырыбын есіне түсіреді. Негізгі формулаларды ескереді. Зертханалық жұмыс басталмастан 

бұрын мұғалім математикалық маятник анықтамасын оқушылардан сұрақ-жауап әдісі арқылы 

оқушылардың өткен біліміне қайталау жұмыстарын жасайды. 

Яғни, математикалық маятник деп массасын елемеуге болатын созылмайтын жіпке 

ілінген өлшемдері кішкентай денені айтады (1-сурет) [4].  

 

 

https://bilimland.kz/kk/courses/simulation/fizika
http://www.sumdog.com/en/Crocodile_Physics/
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1-сурет 

 

 

Мұғалім осы анықтаманы негізге ала отырып, зертханалық жұмысты ары қарай 

жалғастырады. Әрі қарай оқушыларға жұмыстың мақсаты аса маңызды екенін түсіндіре 

отыра, ол жұмыстың соңында күтілетін нәтижелер екенін түсіндіру қажет. 

Математикалық маятниктің тербеліс периодының формуласы бойынша еркін түсу 

үдеуін анықтауға болады:  

𝑔 =
4𝜋2𝑙

𝑇2
 

Оқушылар осы формуланы жазып алады, және әр белгіленудің мәнін түсінеді. Әрі қарай 

зертханалық жұмыс Phet Stimulations платформасында жүзеге асады. Мұғалім оқушылардың 

назарын интерактивті тақтаға бұрады (2-сурет): 

 

 
2-сурет 

Платформаны ашқан кезде оқушылар жоғарыдағыдай бейнені көреді [5]. Оқушылар 

сызғыштың ұзындықпен өлшенетінін, маятник ұшындағы білеуіштің массасын да ескереді. 

Виртуалды ортада зертханалық жұмыс жасау барысында мұғалім ағылшынша сөздік 

пайдаланып, физикалық ұғымдарға тоқталуы тиіс Мысалы, length – ұзындық, gravity- 

гравитация. 

 

Жұмысты орындау : 
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1. Математикалық маятниктің ұзындығын келтіріп алады; 

2. Маятникті тепе-теңдікте тұрған кейіпін өзгертіп, оны платформа арқылы 

жылжытады. 

3. N тербеліс жасауға кеткен ∆𝑡 уақытты өлшейді; 

4. Тәжірибені онлайн түрде 3 рет қайталайды; 

5. Уақыттың  ∆𝑡 орташа мәнін есептеп, T тербеліс периодының орташа мәнін 

анықтайды. 

6. 𝑔 =
4𝜋2𝑙

𝑇2   формуласы бойынша еркін түсу үдеуін анықтайды. 

7. Өлшеу нәтижелерін кестеге жазады: 

 

Тәжірибе 

нөмірі 

l,м N ∆𝑡,c ∆𝑡орт,c 𝑇орт =
∆𝑡орт

𝑁
 𝑔орт, м/𝑐2 

1       

2 

 

      

3       

 

Әрі қарай оқушы виртуалды ортада орындаған зерттеу нәтижелері бойынша өз 

өлшемдерін алып, салыстырып, қорытындысын алады. Математикалық маятникті бұдан әрі 

көзге елестете алады, сезіне алады. Және математикалық маятник бойынша тербеліс периоды 

формуласы арқылы еркін түсу үдеуін есептей алады. Алынған мәндерді, ∆𝑡орт орташа уақыт 

мәнімен салыстарады және 𝑇орт орташа тербеліс периоді мәнінде есептейді. 

Виртуалды зертхана барысында мұғалім оқушылардың теориялық білімін практика 

жүзінде көрсете алдыма соны басты назарда ұстануы қажет. Онымен қоса, физикалық 

ұғымдарды алынған платформа бойынша ағылшын сөздерін қазақша қабылдай алуын 

қадағалауы қажет. Өздері виртуалды ортада енгізген мәні бойынша, еркін түсу үдеуін есептей 

алдыма, тақырыпты меңгере алдыма, зертханалық жұмыс барысында қаншалықты сәтті 

орындады соны басты назарда ұстануы тиіс. 

Қорыта келе, зертханалық жұмыстардың маңызы мен физикада алатын орнына 

тоқталдық. Физикада оқыту экспериментін жүзеге асыру барысында қанша әдіс барын айттық. 

Ғылыми еңбектерге тоқталып өттік, олардың зерттеу нәтижелерін талдадық. Мектепте 

өтілетін физикалық бір зертхана жұмысының орындалу мысалын көрсеттік. Мұғалімнің басты 

назарын ашып айттық.  
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